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Es wird d e r E i n f l u ß der B a h n q u a n t i s i e r u n g auf d ie B e w e g l i c h k e i t d e r E l e k t r o n e n im l o n g i t u d i n a -
len M a g n e t f e l d nach d e r M e t h o d e von BLOCH-TITEICA 1 f ü r n ichtentartete , i s o t r o p e H a l b l e i t e r als 
F u n k t i o n d e r T e m p e r a t u r T, der magnet i s chen F e l d s t ä r k e H u n d d e r s c h e i n b a r e n M a s s e m* d e r 
E l e k t r o n e n untersucht . 

M i t d e n expl iz i t berechneten M a t r i x e l e m e n t e n für d ie W e c h s e l w i r k u n g der E l e k t r o n e n mit 
den akust ischen G i t t e r w e l l e n wird unter Vorausse t zung elast ischer S t ö ß e ( z l ^ / o 0 ) We ( d i e l o n g i -
tud ina le W i d e r s t a n d s ä n d e r u n g be i konstanter E l e k t r o n e n - K o n z e n t r a t i o n n e ) in s chwachen F e l d e r n 
{y = m/m* • juH/kT ^ 1 [,M = BoHRSches M a g n e t o n ] ) s o w i e in s tarken F e l d e r n (y 3 ) analyt isch 
u n d be i mi t t l e ren F e l d s t ä r k e n ( 7 = 1 ; 2 ) numer isch berechnet . 

Es e r g i b t sich, d a ß ( / ) o / o 0 ) W e in schwachen F e l d e r n e ine quadra t i s che u n d in s tarken F e l d e r n 
e ine l ineare F u n k t i o n v o n H/T i s t ; es tritt also k e i n e S ä t t i g u n g in s tarken F e l d e r n e in . D i e q u a n -
titativen E r g e b n i s s e w e r d e n im Z u s a m m e n h a n g mit den b i s h e r i g e n M e ß e r g e b n i s s e n an k o v a l e n t e n 
H a l b l e i t e r n d i skut ier t . I m F a l l e des n - G e r m a n i u m s {m* = 0,2 m) verursacht d i e B a h n q u a n t i s i e r u n g 
be i d e n m a x i m a l e n mit H i l f e von E l e k r o m a g n e t e n rea l i s i erbaren F e l d s t ä r k e n H ^ 2 5 k G be i T e m -
peraturen des flüssigen Wassers to f f s W i d e r s t a n d s ä n d e r u n g e n ( / l<? /o 0 ) M e ^ 1%. 

An Hand des isotropen Modelles — sphärische 
Energieflächen, isotrope Stoßzeit — konnten die 
galvanomagnetischen Effekte der kovalenten Ele-
menthalbleiter Ge und Si nur qualitativ gedeutet 
werden 2. Insbesondere lieferte das isotrope Modell 
keine Erklärung für die große longitudinale Wider-
standsänderung des n-Ge3. Diese Diskrepanz be-
seitigten A B E L E S und M E I B O O M mit dem „many-
valley-model" unter Zugrundelegung einer energie-
unabhängigen freien Weglänge der Ladungsträger 4. 
Die Autoren finden beim Vergleich ihrer Ergebnisse 
mit den Experimenten von S U H L und P E A R S O N 0 be-
sonders für das n-Ge bei 300° und 77° K gute 
quantitative Ubereinstimmung. 

In neuerer Zeit sind die Messungen über die 
Widerstandsänderung von Ge in umfangreichen 
Untersuchungen von L A U T Z und R U P P E L sowie von 
S C H U L T Z 6 nach tiefen Temperaturen ausgedehnt wor-
den. Die Autoren finden als wesentliches Ergebnis 
ihrer Untersuchungen bei Temperaturen des flüs-
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sigen Wasserstoffs an sehr reinen Einkristallen eine 
erheblich größere Widerstandsänderung als nach 
A B E L E S und M E I B O O M Z U erwarten ist. L A U T Z und 
R U P P E L weisen in einer qualitativen Betrachtung 
darauf hin, daß die Anisotropietheorie auch bei 
Berücksichtigung der Streuung der Ladungsträger 
an den ionisierten Störatomen — dieser Streu-
prozeß spielt in reinen Ge-Einkristallen bei 20° K 
gegenüber der Wechselwirkung Elektronen — Gitter 
ohnehin eine untergeordnete Bolle 12 — die gemes-
sene longitudinale und transversale magnetische 
Widerstandsänderung bei Temperaturen des flüs-
sigen Wasserstoffs nicht erklären kann. Sie verwei-
sen daher auf die Bahnquantisierung der Elektro-
nen im Magnetfeld als mögliche Ursache der ge-
messenen Effekte. Bei weiteren Untersuchungen be-
obachteten die Autoren schwache Oszillationen in 
der Feldstärkeabhängigkeit von Aq/qq 7, die die 
Gesetzmäßigkeiten des H A A S - V A N - A L P H E N - E f f e k t e s 

zeigten. 
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Der Einfluß der Elektronen-Bahnquantisierung 
wird um so stärker sein, je größer das Verhältnis 
der Quantisierungs-Energie (m/m*) juH zur mitt-
leren thermischen Energie E0 der Elektronen 

En 

ist. In einem nichtentarteten Halbleiter hat E0 die 
Größenordnung k T und ist damit — bei nicht zu 
hohen Temperaturen — klein gegenüber der mitt-
leren thermischen Energie der Leitungselektronen 
in einem einwertigen Metall: EQ = EV (Ey = mittlere 
FERMi-Energie). Aus diesem Grunde ist zu erwar-
ten, daß unter gewissen Voraussetzungen (wie z. B. 
m*/m ^ 1 ) in Halbleitern die Bahnquantisierung 
der Elektronen einen bedeutend stärkeren Einfluß 
auf die galvanomagnetischen Effekte hat als in Me-
tallen. Für Metalle hat T I T E I C A 1 in einer ausführ-
lichen Arbeit die transversale und longitudinale 
Widerstandsänderung bei Berücksichtigung der 
Bahnquantisierung ermittelt. 

In Halbleitern ändert sich bei Berücksichtigung 
der Bahnquantisierung nicht nur die mittlere freie 
Weglänge der Ladungsträger, sondern auch deren 
Konzentrationen im Leitungs- bzw. Valenzband 8' 8 a . 
Die gesamte longitudinale Widerstandsänderung ist 
für einen Überschußhalbleiter: 

/ g H - g 0 \ = ne°-ne f . /Aq \ | [ (Aq \ 
\ £>„ )ges 7ie I l Co / " e 1 ^ Oo / » e ' 

(1) 

nt,ü(71) ist die thermische Gleichgewichts-Konzen-
tration der Elektronen ohne Feld. nv(H,T) haben 
wir für ein einfaches Halbleiter-Modell in (I) be-
redinet. In dieser Arbeit wird bei Berücksichtigung 
der Annahmen von T I T E I C A über die Wechselwirkung 
Elektronen — Gitter unter genauer Berechnung der 
entsprechenden Übergangswahrscheinlichkeit für 
einen Stoßprozeß (Ag/Q0)ne untersucht. Die allge-
meinen Voraussetzungen sind: M A X W E L L - B O L T Z M A N N -

Statistik für die Elektronen im Leitungsband, sphä-
rische Energieflächen und Stoßzeitisotropie. Das 
Magnetfeld wird über die Verteilungsfunktion der 

Elektronen schon in nullter Näherung streng be-
rücksichtigt. Als Störungen wirken die thermischen 
Gitterwellen und das elektrische Feld. 

A . Berechnung des W iderstandes 

o(H, T) 

Zur Berechnung von Q in Abhängigkeit von der 
Temperatur T und der magnetischen Feldstärke H 
ist, wie stets, die Kenntnis der stationären Vertei-
lungsfunktion im gestörten Zustand fx = / + g we-
sentlich. / J wird nach der Methode von B L O C H - T I T E I C A 

aus der statistischen Fundamentalgleichung 

3/i \ , / SA \ 
dt dt /Fohl = 0 (2) 

ermittelt. ( 3 / i / 3 0 Feld kann man bei Kenntnis der 
ungestörten Verteilungsfunktion / in der üblichen 
Weise berechnen, weil das Magnetfeld nur die Elek-
tronenbewegung senkrecht zu beiden Feldrichtungen 
quantisiert. Zur Berechnung von (3/i/30stoss brau-
chen wir die Matrixelemente der Übergangswahr-
scheinlichkeiten. Diese führen im feldfreien Fall 
77 = 0 bekanntlich auf die BLocHSche Konstante C. 
Hier hängen sie in komplizierter Weise von An-
fangs- und Endzustand des Elektrons sowie von der 
magnetischen Feldstärke 77 und den Komponenten 
des Ausbreitungsvektors c) (C}.r, C|,y, der am Stoß-
prozeß beteiligten Gitterwelle ab. 

7. Die ungestörte Verteilungsfunktion f , 
die Änderung von durch das elektrische Feld 

Das elektrische Feld E und das magnetische 
Feld H seien in x-Bichtung orientiert. Dann sind 
die teildiskreten Energie-Eigenwerte der Elektronen 
im L-Band: 

E = 2ju* H(n + $) + Px< 
2 m* ' 

p ( p r , p y , p 2 ) Elektronenimpuls. 
Die zu (3) gehörigen Eigenfunktionen sind 

V = <Pn iy-Vo) ei,h' (pxx+pz^ . 

(3 ) 

(4) 
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cpn ist die n-te Eigenfunktion, y0 = c pzje H die Ruhe-
lage des harmonischen Oszillators. 

Die Anzahl N(n) der entarteten Eigenwerte (3) 
im Impulsintervall px bis px + Apx ist: 

N(n) 

L ist das Periodizitätsintervall für die Eigenfunk-
tionen (4). Im Hinblick auf die Berechnung der 
Matrixelemente der Übergangswahrscheinlichkeiten 
sei L so gewählt, daß die Oszillatoreigenfunktionen 
(pniy — yo) a n den Grenzen des Periodizitätsinter-
valles nahezu verschwinden. Dann ist die periodi-
sche Fortsetzung der Eigenfunktionen xp auch in 
^-Richtung erlaubt1. Die Anzahl der Elektronen mit 
einer Oszillatorquantenzahl n und einer Impuls-
komponente zwischen px und px + Apx ist pro cm3 

. e H . 0 ( n h2 

Sin 7 

2 m* k T 

-2 y(n + i) 

(5) 
Px1 

2m*kT e H 
h2c 

Eine gewisse Vorstellung über die Verteilung der 
Elektronen auf die Quantenzustände bekommt man 
mit (5), wenn man den prozentualen Anteil x der-
jenigen Elektronen kennt, die bei gegebener Feld-
stärke H und gegebener Temperatur T die Quanten-
zustände: 0 n < n(x) besetzen. Es ist 

— ln(l —i) 
n (x) = 2 r 1; 0 X <; 1 . (6) 

So sind z. B. mehr als 99,9% aller Elektronen in 
den Zuständen: 0 n 5^(4/7—1). 

Der Einfluß des elektrischen Feldes auf f t wird 
wie im feldfreien Fall H — 0 berechnet, weil die Be-
wegung eines Wellenpaketes in Richtung des elek-
trischen Feldes nicht quantisiert wird. Es ist 

3fx\ _ ( 3/ \ _ eF hl (IL) = ( 
\ 3 1 / F e l d \ dt / F e l d k T m* /; l = 

Px 

(7) 

mit den longitudinalen akustischen Wellen propor-
tional zur kubischen Dilatation: 

U(x) =z>divu(r) . (8) 

2. Wechselwirkung der Elektronen mit dem 
Kristallgitter 

a) D ie Ü b e r g a n g s w a h r s c h e i n l i c h k e i t e n 
Nach T I T E I C A ist das Wechselwirkungspotential 

U (r) bei alleiniger Wechselwirkung der Elektronen 

D ist eine Proportionalitätskonstante, U ist der in 
üblicher Weise9 definierte Verschiebungsvektor für 
einen Gitterpunkt, der im Falle ruhender Atome 
am Ort r liegt und durch die thermischen Gitter-
schwingungen nach r + U transportiert wird, t / (r) 
ist im Prinzip dasselbe Wechselwirkungspotential, 
wie es in neuerer Zeit von B A R D E E N und S H O C K L E Y 1 0 

zur Behandlung der Wechselwirkung Elektronen — 
Gitter in nicht polaren Halbleitern benutzt worden ist. 
Bei B A R D E E N und S H O C K L E Y ist D proportional zu 
dEp/dV (Eg = Breite der verbotenen Zone) und den 
elastischen Konstanten des Kristalles. Der Ansatz 
(8) ermöglicht eine einfache Berechnung der Über-
gangswahrscheinlichkeiten Ü. Es ist die Wahrschein-
lichkeit für den Übergang eines Elektrons 

aus dem Anfangszustand: n, l = px/h, r = Pz/h 
in den Endzustand: n , l', r 

pro Zeiteinheit für einen Absorptionsprozeß: 

3 {Aq ÜAhs = dt 
— OJ J N 

(9 a) 
und für einen Emissionsprozeß: 

dt 

• ß ( ^ ^ + e o ) ( / V + l ) } . (9b) 

Dabei ist 
N = (eh f,lk T — I)"1 

d i e PLANGKsche V e r t e i l u n g s f u n k t i o n f ü r d i e Gi t ter -

q u a n t e n , 

A = D2 Q(x) = 1 — cos X t 
M h u0 

u0 die Schallgeschwindigkeit (co = u0 q), M die Masse 
eines Würfels mit einer Kantenlänge L. 
Die Matrixelemente 

(e±i(qr)) = f y'*e±i(HT) y fa 

sind nur dann von 0 verschieden, wenn die Aus-
wahlregeln : 

l' = l + q x und r' = r + qz (10a) 

für einen Absorptionsprozeß 

9 A . SOMMERFELD U. H. BETHE, Handbuch der Physik X X I V / 2 , 
Berlin 1933. 

1 0 J . BARDEEN U. W . SHOCKLEY, P h y s . R e v . 8 0 . 7 2 [ 1 9 5 0 ] . 
(Deformation Potential Theory.) 



oder 
l' = l—qx und r —r — qz (10b) 
für einen Emissionsprozeß 

erfüllt sind. Dann ist: 
+ 00 

(e±«(q.)) = f eVWtoiy-to) cpn'(y-y0') dy. 
—00 

Der absolute Betrag der beiden Integrale ist gleich 
und wird mit Jnn' bezeichnet. Für die Jnn' findet 
T I T E I C A die Differentialgleichung 
d" Jnn' _j_ 1 d Jnn' 

da2 a da 

1 + n' — n 

n + n +1 — a1 

mit ar = 

(11) 

(g/ + gz2)-

J nn — 0 

1 h2 

2 JU* H m* 

Man braucht zur möglichst genauen Berechnung des 
Widerstandes bei mittleren Feldstärken ( / ~ 1 ) die 
]nn~ für beliebige Parameterwerte a. Daher suchen 
wir die allgemeingültige Lösung der obigen Diffe-
rentialgleichung. Mit dem Ansatz 

/„»'(«)= 1 P»* a '2 (12) 
geht (11) in die WmTTAKERsche Differentialglei-

chung für die WmTTAKERsche Funktion Py * 

über: 
d 2 P „ * + 

4 + a2 

l - / 2 

d(a2/2)!i \ 4 a» a" 
x = n + n - f l , X = n 

P A x, — 0 , 

(13) 

Über die Lösungen dieser Differentialgleichung fin-
den wir die uns interessierenden Partikularintegrale 
von (9 ) : 

1 + n — n' a2 

i nn — a r ( l - f r e - r a ' ) \ 2 

.jA-nW+n-n',-^ « > n , (14a) 

¥ ) - a I -at Istosss at £ I 
n ' = 0 l 

Z ^ N ' Q E'-E 

r(l+n' — n) \ 2 

A ( - » , 1 + » ' - » . » ' ä " < 1 4 b > 

•f nn' — 

Substituiert man die konfluente hypergeometrische 
Funktion 1F1 ( — m, X, 2) durch das entsprechende 
LAGUERRE-Polynom: 

so erhält man unter Berücksichtigung der Normie-
rungsbedingung : 

für d i e 

W ™ 7; 

= / l , : 

a da = 1 

l / n2 \n — n' 
n\ \ 2 

Jjn - n' l a 

nl / rt? \n'—1l 
W n A n ^ n ) = W " n = n n l ] a2 

L»'" 

(15) 

(16a) 

(16b) 

Durch die Normierungsbedingung wird der Faktor C 
festgelegt, der in die Lösung der homogenen Diffe-
rentialgleichung (11) eingeht. Mit (16 a, b) kennen 
wir nach (9) die Übergangswahrscheinlichkeiten 
und können damit (3/i/30stoss beredinen. Die 
mikroskopische Reversibilität der Prozesse ist nach 
(16 a, b) streng gewährleistet. 

b) D i e Ä n d e r u n g d e r V e r t e i l u n g s f u n k -
t i o n f1 d u r c h S t ö ß e , d i e B L o c H S c h e 
I n t e g r a l g l e i c h u n g 

(afjat) stoss ist m i t (9) und (16) unter erlaub-
ter Vernachlässigung des PAULi-Prinzips 

CO ) g ' ( A + l ) -gN (17) 

+ Q E'-E co) g'N-g(N+ 1) V . 
n'=n +1 

Dabei ist berücksichtigt, daß (df/dt) gtoss = 0 ist. 
00 

Der Summand unter der zweiten Summe ^ unter-
n+1 

scheidet sich vom ersten nur durch JF" an Stelle 

von W D i e vorgenommene Aufspaltung der rech-
ten Seite von (17) ist im Hinblick auf die Defini-
tion der Wnn' nach (16) notwendig, weil die fol-
genden Möglichkeiten für die Änderung der (n, /) 
bei einem Stoßprozeß bestehen: 



Absorptionsprozeß, 

J Abs.- oder Emiss.-Prozeß, 

Emissionsprozeß. 

Auf der rechten Seite von (17) wird zunächst die 
Summation über Q durch eine Integration über die 

In [ J Abs. und [ ] Emiss. sind für qx und qr die 
Lösungen von (10) und des Energiesatzes einzu-
setzen. Gl. (18) ist die modifizierte BLOCHsche Inte-
gralgleichung für die Störfunktion g . Zur Berech-
nung von g machen wir einige in der Leitfähigkeits-
theorie der kovalenten Halbleiter gebräuchliche An-
nahmen. Bei nichtentarteten Halbleitern können die 
Elektronen im feldfreien Fall unter Erhaltung des 
Energiesatzes nur mit den langen Gitterwellen des 
ÜEBYEschen Spektrums wechselwirken n , deren Gitter-
quanten nach der klassischen Statistik verteilt sind: 

(19) 
n u0 q 

Die Näherung (19) wird im feldfreien Fall für elasti-
sche Stöße durch Impuls- und Energiesatz gerecht-
fertigt. Auch im Magnetfeld wird (19) gelten, sofern 
die mittlere Energie E der Elektronen im Magnetfeld: 

E= (1 + 2 7 Ctg 7) (20) 

in der Größenordnung der mittleren thermischen 
3 

Energie der Elektronen ohne Feld: E0 = 9 kT bleibt. 
Es ist aber selbst in starken Feldern: 3 die mitt-
lere Elektronen-Energie E •""S 3 Eq . Aus diesem 
Grunde wird auch die Energie-Änderung eines 
Elektrons beim Stoßprozeß — wie im feldfreien 
Fall — vernachlässigt: 

E' = E(n',l') ~E(n,l). (21a) 

Die beiden Näherungen (19) und (21a) führen im 
feldfreien Fall auf das 71_1-Gesetz für eine entspre-
chend definierte mittlere freie Weglänge der Elek-

Komponenten in Zylinderkoordinaten: 
qz = qr cos cp , qy = qr sin cp , qx 

ersetzt, über cp integriert und dann, wie bei T I T E I C A 

(1. c. 1, S. 142 u. 155) im Prinzip ausgeführt ist, 
die /^-Funktion durch Integration über qr eliminiert. 
Führt man noch gemäß der Auswahlregel (10) /' 
an Stelle von qx als Integrationsvariable ein, so ist 

(18) 

tronen. Das zugehörige T^^-Gesetz für die Elek-
tronenbeweglichkeit ist von D E B Y E und C O N W E L L 1 2 

an reinen Germanium-Einkristallen bis herunter zu 
10 K näherungsweise experimentell bestätigt wor-
den. 

Zur Lösung der Integralgleichung (18) wird der 
übliche Ansatz gemacht: 

g(E)=f(E)^-L (21b) 
k T 

Einsetzen von (21b) in (18) erfordert zur Bestim-
mung von g{E(n,l)} die Summation über n und 
die Integration über l . Da der Aufwand für Sum-
mation und Integration zu groß ist, wenden wir die 
Lösungsmethode von T I T E I C A an und setzen c{E) 
= const. In grober Weise können wir diesen Ansatz 
dadurch rechtfertigen, daß einerseits die BLocHsche 
Gleichung für Metall-Elektronen bei hohen (und 
auch bei tiefen) Temperaturen mit c(E) = const 
gelöst wird und andererseits wegen (19) die Wech-
selwirkung Elektronen — Gitter in einem Halbleiter 
oberhalb einiger ° K derjenigen von Metallen für 
7 7 © > 1 (0 = ÜEBYE-Temperatur) entspricht. Mit 

/ , _ , + , _ / ( / - / ) _ / ( ! + ( 2 2 ) 

wird aus (18) direkt die mittlere Impulsquanten-
zahl l für die Bewegung der Leitungselektronen in 
x-Richtung berechnet. Mit dieser mittleren Impuls-
quantenzahl / ist der spezifische Widerstand definiert 
durch: 

n n , 
n n , r < 1 
n n, r > i 
n < n . r <1 

( % - ) , j 2 ftf(\W*n> f Ü ' W + D ~ g N ) } Abs. \ ot JStoss 4 J I Ö N U T F L R ^ U J U J 

n'=11 +1 1 

11 H . FRÖHLICH, E l e k t r o n e n t h e o r i e der M e t a l l e . 1 2 P . P . D E B Y E U. E . M . C O N W E L L , P h y s . R e v . 9 3 , 6 9 3 [ 1 9 5 4 ] . 



Zur Berechnung von l multiplizieren wir Gl. (18) 
mit l , integrieren über l und summieren über n: 

11=0 1 «' = 0 ^ ' »' = « + 1 J 

Der Summand ist symmetrisch in n, n und /, /', so 
daß Summation und Integration über das Glied mit 

dem unsymmetrischen Faktor (/' + /) (l' — l) Null er-
gibt. Wir führen über Energie- und Impulssatz qx 

und qr an Stelle von l und l' als Integrationsvariable 
ein: 

l'-l±qx = 0 ; E'-E±hu0q = 0 ; 
Jl' J AI "o m* qrdqr dl = do, ; dl = —, . * h qxq 

Die genaue Durchrechnung ergibt mit (23) und 
(24) für den Widerstand: 

Q(H,T) = B m* ^ S i n y ~ 
8 rrs/7 (2 m * k T)3h- '< ~ y 

d qx d qr qx qr (25) 

oo I" n E(n,n') oo 
2 \ £WHn>e~~**~+ 2 Wn n = 0 l»' = 0 «' = » + 1 

E(n,n') 
kT B = 

D 2 

8un ne e 

Dabei ist aus den Energieeigenwerten E(n,l) im 
Exponenten von f~f die Impulsquantenzahl l mit 
(21) eliminiert: 

E(n,n ) =jLt* H(n + n+l) + h2 

8 m* 
2 m* ju* H)2 , 

h2 qx- ( 2 6 ) 

B. Die Widerstandsänderung: Aq(H,T)/q0{T) 

Zur expliziten Berechnung von Q legen wir zu-
nächst die Integrationsgrenzen in (25) fest. Der 
Integrationsbereich über C| ist für H = 0 eine Kugel 
mit dem Radius 

<7o2 = 4 | f |2 = 8 m* 
Et; K* 1 2 • 

Da wir direkt eine mittlere Impulsquantenzahl 
L(H,T) berechnen, wird in (27) EL durch ßE0 er-
setzt, wobei ß ein Zahlenfaktor von der Größen-
ordnung 1 ist. Dann ist 

9o 8 ß - * K T 
m* h2 2 

(28) 

(27) und (28) folgen im feldfreien Fall streng aus 
Energie- und Impulssatz. Wir nehmen an, daß auch 
im Magnetfeld (28) gilt, sofern für die Integration 
über qr an Stelle von E0 die mittlere Energie der 
Elektronen für H^=0 : E eingeführt wird: 

»Or 1* h2 ß k T [1 + 2 y Ctg y). (28a) 

Diese Annahme erscheint physikalisch plausibel, 
wenngleich ihre Rechtfertigung einer eingehenden 

Untersuchung bedarf. Sie besagt, daß mit wachsen-
der Feldstärke infolge der Zunahme der mittleren 
Oszillations-Energie der Elektronen in der y — z-
Ebene — die Eigenfunktionen der Wellenpakete 
werden immer stärker lokalisiert — die Elektronen 
mit energiereicheren Gitterquanten wechselwirken 
können. Der Integrationsbereich über CJ geht von 
einer Kugel (H = 0) in ein abgeplattetes Rotations-
Ellipsoid um die ^-Achse über. Mit der bereits 
durchgeführten Integration über cp (s. o.) ist der 
Integrationsbereich G auf einen Halbkreis (H = 0) 
bzw. auf eine Halbellipse [H =/= 0) reduziert worden: 

In das Doppelintegral von (25), 

f j ...dqxdqr = 2 j qxdqx f F (qx2, qr2) qr dqr, 
o o 

führen wir die neuen Integrationsvariablen 
a! 

2 
2 . a2 2 2 1 . h2 

u = qx£ / ; v = -w- = q/ — ; A = 8 m* kT 



ein. Dann ist der Widerstand: 
iß 

O(H,T) = E-D» 

r(y)(lß-u) oo i n 

0 « = 0 lw' = Ü 
•j V J y Jf«, e-[y(« + »' + l) + J'!(«-«')!/M!] 

2 (29) 

mit 

1. Der feldfreie Widerstand q{H = 0,T) = O0 (T) 

Wir integrieren zunächst die rechte Seite von 
(29) über v . Es ist für beliebige n, n im lim y—> 0: 

r(y)(lß-u) 
lim [wnn>(v)dv = l. (30) 
v—>0 J 

Die Doppelsumme über exp[ — E(n, n) ] wird im 
lim y 0 durch das entsprechende Doppelintegral 
gut approximiert. Sukzessive Integration über die 
beiden Variablen n und n liefert: 

e~[y(n + n'+l)+r*l4u- (n-n')s] dn fa' 
0 0 

y ]/n 
c - f . 

Einsetzen in (29) und Integration über u ergibt den 
Widerstand bei verschwindendem Magnetfeld: 

2 j/̂ r 

1 
+ \/ti 

(31) 

ß Hiß) 

1 

2 

0 ,477 

0 , 5 71 

der Elektronen in kovalenten Halbleitern bei reiner 
Gitterstreuung: 

2. Die Widerstandsänderung 

a) S c h w a c h e F e l d e r : 

Es darf wie in der LANDAUschen Theorie des 
Diamagnetismus freier Elektronen14 die Doppel-
summe in (29) nach der Summenformel von E U L E R 

entwickelt werden. Danach ist in erster Näherung: 

. . . dv = 
l - i -
+ 

Wnn'e-(E-r)'kT 

3 

oo 
+ 2 

r (e 3 n 

(e~m T ) 

-Elk T\ 
n'—O 

(32) 
»=o 

+ 2 y (Wril — Wf,o) e~E(n'n =0),kT\dv . 
\ 

Über v wird von 0 bis oo integriert. Diese Verein-
fachung hat keinen wesentlichen Einfluß auf das Er-
gebnis (33). Die Berechnung des Korrekturgliedes 
in (32) erfolgt in ähnlicher Weise wie bei T I T E I C A . 

SO wird: 

V jy e-E(n,n'=0)/fcT = e~E(n=a'/2, n'=0)/ÄT 
0 

gesetzt, weil das Maximum Wno nach Abb. 1 bei 
a2 ~ 2 n liegt. Berücksichtigt man noch, daß in erster 
Näherung in y2 gilt: 

Sin y v2 

y 6 
für y 1, 

so ist die Widerstandsänderung in schwachen Fel-
dern 

Ao' 
Pn hl. 

r 
12 für y < 1 

b) S t a r k e F e l d e r 

Wesentlich ist, daß nach (31) Q0{T) in richtiger 
Weise sowohl von der Temperatur des Halbleiters 
als auch von der scheinbaren Masse der Elektronen 
abhängt. Nach S E I T Z 13 gilt für die Beweglichkeit //,, 

Nach (6) befinden sich bei y — 3 mehr als 99% 
aller Elektronen im Zustand n = 0 . Vernachlässigt 
man die ~0,5% der Elektronen, die sich in den 
Zuständen n > 0 aufhalten, so ist mit W00(v) =e~v 

13 F. SEITZ, Phys. Rev. 73, 549 [ 1 9 4 8 ] . 14 L . LANDAU , Z. Phys. 64. 629 [ 1 9 2 9 ] . 



u -^r ö 3. Diskussion der Ergebnisse 
A b b . 1. Die Wnn' sind als Quadrate der Matrixelemente für {Aq)Qq) n^ ist in den drei Feldstärkebereichen eine 
die Wechse lwirkung Elektronen —Gitter proportional den y-, , . A , 
Übergangswahrscheinl ichkeiten. Es ist Funktion des Abszissenparameters: 

— ^ hl • y = 6,73 • IO"5 \ Ht . 2 ju* H m* ' m* T 

die Widerstandsänderung: 
Iß r(y)dß-u) y Sin v e~r f e~u du J e~v Av 

( ) = ° 0 - 1; 7 > 3 • 
\ Jne 1 (*ß) — 

(34) 

Danach gilt für 7 3 näherungsweise 

Ao\ 10,65 7 - 1 für ß=l, 
n ) - (34 a) 9o fne [0,74 7 - 1 für ß = 2. 

c) M i t t l e r e F e l d s t ä r k e n : 7 = 1; 2 

Je kleiner 7 ist, desto schlechter konvergiert die 
Summe über n und n . Zur Berechnung der Wider-
standsänderung für 7 = 2 haben wir die Elektronen 
in den Zuständen n = 0; 1 und 2, für 7 = 1 die in 
den Zuständen n = 0; 1; 2 und 3 berücksichtigt. Die 
entsprechenden Integrale über u und v lassen sich 
leicht analytisch (n = n) oder numerisch (n^n) 
berechnen. 

A b b . 2. Die berechnete longitudinale Widerstands-
(Aq\ 

änderung 1 als Funktion von H T . Der 
\ £>o )ne 

Kurvenparameter ß ist ein Zahlenfaktor , der die 
oberen Grenzen für die Integration über den 

q - R a u m festlegt. 

y 

H§) V ne 
ß-l/ /ß-\ 

• 

/ / 
7 n 

—
 

H
 



T = 10°K/ 

u 
u 

£L 
/ 

T = 20*K / 
/ / 

f 

/ 
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A b b . 3. Die nach Gl. (1) berechnete, gesamte lon-
gitudinale Widerstandsänderung für ein einfaches 
Halbleitermodel l mit den Daten : Donatoren-Kon-

zentration /id = 2 - 1 0 1 4 , Z l£ = 0,01 eV , 
m*/m = 0,2 und ß = l. 

Außerdem hängt die Widerstandsänderung von ß 
ab, einem Zahlenfaktor, der die oberen Grenzen g0 

und qor für die Integration über das abgeplattete 
Rotationsellipsoid im C}-Raum festlegt. Den wahren 
/?-Wert kennen wir nicht genau, wir wissen, daß er 
bei eins liegt. In Abb. 2 ist die Widerstandsände-
rung für y < 6 und ß = 1; 2 angegeben. In schwa-
chen Feldern ist ( A q / q ^ j i ^ eine quadratische, in 
starken Feldern eine lineare Funktion von HjT. Die 
Neigung der Geraden in starken Feldern — alle 
Elektronen sind im Zustand n = 0 — wird wesent-
lich durch die scheinbare Masse der Elektronen be-
stimmt. Bei mittleren Feldstärken ( ; ; ~ 1 ) haben 
(A£>/o0)«e und Ane/rie (siehe I) Werte von einigen 
Prozent. Experimentell erreicht man mittlere Feld-
stärken im Sinne der Bahnquantisierung, d. h. 
/-Werte von der Größenordnung eins, im Falle des 
n-Germaniums mit Magnetfeldstärken von 25 kG 
— wie sie maximal mit Hilfe von Elektromagne-
ten erzeugt werden —, bei den Temperaturen 
des flüssigen und festen Wasserstoffs. Im Bereich 
der üblichen Laborfeldstärken (//SS 25 kG) ist also 
im Falle des n-Germaniums im Temperaturbereich 
zwischen 10 und 20^ K bei alleiniger Streuung der 
Elektronen an den thermischen Gitterwellen ein we-
sentlicher Einfluß der Bahnquantisierung auf die 
galvanomagnetischen Effekte nicht zu erwarten. Das 
ersieht man z. B. deutlich aus der Abb. 3, in der die 
nach (1) berechnete, gesamte longitudinale Wider-

standsänderung für einen einfachen Überschuß-Halb-
leiter, dessen Daten (Donatoren-Konzentration n(\ = 
2 • 1014 c m - 3 , AE = 0,01 eV und m*Im = 0,2) etwa 
denjenigen von reinem n-Germanium entsprechen, für 
T=10;20K über H/T aufgetragen ist. Der Ein-
fluß der Bahnquantisierung spielt bei beiden Tem-
peraturen bis zu 25 kG gegenüber den konventio-
nellen Effekten4 keine wesentliche Rolle. Im Sinne 
der konventionellen Theorie liegen unter diesen 
Voraussetzungen schon bei einigen kG starke Fel-
der vor — d. h. die mittlere freie Weglänge der 
Elektronen ist groß gegenüber dem durch die 
LoRENTZ-Kraft verursachten mittleren Krümmungs-
radius der Elektronenbahnen — während bei den 
optimalen Werten 10° K und 25 kG beim n-Ge 
y nur den Wert 0,84 erreicht. Erst bei höheren Feld-
stärken, wie sie nach F U R T H und W A N I C K 15 durch 
kurzzeitige Kondensatorentladungen über spezielle 
Solenoide erzeugt werden können (bis zu 600 kG), 
ist bei 20 K ein deutlicher Einfluß der Quantisierung 
sowohl auf die Widerstandsänderung als auch auf 
die HALL-Konstante zu erwarten (siehe I ) . 

Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung über 
den Einfluß der Bahnquantisierung auf die longi-
tudinale Widerstandsänderung bei alleiniger Berück-
sichtigung der Wechselwirkung Elektronen — Gitter 

1 5 H . F . F U R T H U . R . W . W A N I C K , R e v . S e i . I n s t r u m . 2 7 . 1 9 5 

[ 1 9 5 6 ] , 



können die an reinen n-Ge-Einkristallen bei Tempe-
raturen des flüssigen Wasserstoffs gemessenen Ef-
fekte 6 nicht erklärt werden. Ob die Einbeziehung 
der Störstellenstreuung diese Diskrepanz zu beseiti-
gen vermag, wie es in entsprechender in der kon-
ventionellen Theorie bei höheren Temperaturen der 
Fall ist2 , 6 , muß einer genauen Untersuchung vor-
behalten bleiben. Für die Deutung der beobachteten 
Oszillationen in der Feldstärkeabhängigkeit von 
AqIqq gibt es jedoch bis jetzt keine Anhaltspunkte. 
In nichtentarteten Halbleitern kann es einen H A A S -

VAN-ALPHEN-Effekt im Sinne der Metalltheorie nicht 
geben. Nach S T E E L E 16 (Theory of Numbers) setzt 
sich die integrale Eigenwertdichte von „freien" Elek-
tronen bei Berücksichtigung der Bahnquantisierung 
aus einem in H monotonen und einem in H oszil-

10 M.C.STEELE, Phys. Rev. 88. 451 [1952] . 

latorischen Anteil zusammen. Der ^-Charakter in 
der Ableitung der FERMischen Verteilungsfunktion 
erhält diese Oszillationen auch bei der Integration 
über das gesamte Eigenwertspektrum. Bei der ent-
sprechenden Integration über die Ableitung der 
BoLTZMANNschen Verteilungsfunktion werden die 
Oszillationen „ausgeglättet", so daß die Konzentra-
tion der Elektronen im L-Band eine monoton ab-
nehmende Funktion der magnetischen Feldstärke 
ist1 7 . 

Für die stete Förderung dieser Arbeit und für wert-
volle Diskussionen danke ich Herrn Prof. K R A U T Z und 
Herrn Dr. S C H U L T Z . Herrn Prof. K O H L E R bin ich für die 
Anregung und für einige Diskussionen zu dieser Unter-
suchung sehr dankbar. 

17 S. auch A . N. WILSON. The Theory of Metals, Cambridge 
1953, S. 164 ff. 

Erweiterung der Theorie magnetohydrodynamischer Wellen 
und Anwendung auf inhomogene Schichten 

V o n E G O N R I C H T E R 

Aus dem Institut für Theoretische Physik der Technischen Hochschule München 
( Z . Natur forschg . 11 a , 9 0 1 — 9 1 2 [1956 ] ; e i n g e g a n g e n am 15. A u g u s t 1956) 

Im Gegensatz zu den bisherigen Untersuchungen über magnetohydrodynamische Wel len werden 
die MAxwELLSchen Gleichungen in ihrer strengen Form mit den hydrodynamischen Gleichungen ge-
koppelt. Die als gyroelektrisches Medium betrachtete Flüssigkeit wird reibungsfrei , unmagnetisier-
bar und im Ruhesystem elektrisch neutral angenommen, wobei die Materialkonstanten sowie das 
äußere Magnetfe ld ortsabhängig sein können. Nach üblicher Linearisierung lassen sich für Wellen-
ausbreitung längs des äußeren Magnetfeldes die Querwellen gesondert behandeln, die sowohl die 
elektromagnetischen als auch die ALFvENSchen Wellen als Grenzfälle enthalten. Das Reflexions- und 
Durchlaßvermögen einer inhomogenen Schicht wird beredinet und für homogene Medien der 
Energiesatz abgeleitet. 

Im Jahre 1942 zeigte A L F V E N 1, daß sich Störun-
gen in einer leitenden Flüssigkeit, die von einem 
äußeren Magnetfeld durchsetzt wird, in bestimmter 
Weise fortpflanzen und daß insbesondere sinusför-
mige Störungen Wellen erzeugen, die als magneto-
hydrodynamische Wellen bezeichnet werden. Infolge 
gewisser Voraussetzungen ergeben sich bei A L F V E N 

allerdings spezielle magnetohydrodynamische Wel-
len, die nach ihrem Entdecker ALFVENsche Wellen 
genannt werden. Für die Ableitung dieser A L F V E N -

schen Wellen ist wesentlich, daß der Verschiebungs-
strom vernachlässigt,'die Leitfähigkeit unendlich ge-

1 H. ALFVEN, Ark. Mat. Astr. Fys. B 29, No. 2 [1942] . Cos-
mical Electrodynamics, Clarendon Press, Oxford 1950. 

setzt und die Flüssigkeit als inkompressibel betrach-
tet wird. Die von A L F V E N begonnenen Untersuchun-
gen über das Verhalten dieser Wellen wurden vom 
Standpunkt der Kontinuumstheorie aus von FER-
R A R O 2 und R O B E R T S 3 fortgeführt. In diesen Arbeiten 
wird das Reflexions- und Brechungsgesetz A L F V E N -

scher Wellen für eine Unstetigkeitsfläehe der Mas-
sendichte abgeleitet und das Reflexionsvermögen 
bei senkrechtem Einfall angegeben. Naturgemäß ge-
hen in diese Ableitungen die Grenzbedingungen 
wesentlich ein, die in der Magnetohydrodynamik 
offenbar auch die Teilchenbewegung mit berücksich-

2 V . C . A . F E R R A R O , A s t r o p h y s . J . 1 1 9 , 3 9 3 [ 1 9 5 4 ] . 
3 P . H . R O B E R T S , A s t r o p h y s . J . 1 2 1 , 7 2 0 [ 1 9 5 5 ] . 
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