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EinfluR der Bahnquantisierung im Magnetfeld
auf die longitudinale Widerstandsianderung von kovalenten Halbleitern I
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Es wird der Einflul der Bahnquantisierung auf die Beweglichkeit der Elektronen im longitudina-
len Magnetfeld nach der Methode von Brocu-Titeical fiir nichtentartete, isotrope Halbleiter als
Funktion der Temperatur 7', der magnetischen Feldstirke H und der scheinbaren Masse m* der
Elektronen untersucht.

Mit den explizit berechneten Matrixelementen fiir die Wechselwirkung der Elektronen mit
den akustischen Gitterwellen wird unter Voraussetzung elastischer StoBe (40/0,)n. (die longi-
tudinale Widerstandsidnderung bei konstanter Elektronen-Konzentration ne) in schwachen Feldern
(y=m/m*-uH|kT <1 [u=Bonrsches Magneton]) sowie in starken Feldern (y > 3) analytisch
und bei mittleren Feldstarken (y=1; 2) numerisch berechnet.

Es ergibt sich, daB (40/0,)n. in schwachen Feldern eine quadratische und in starken Feldern
eine lineare Funktion von H/T ist; es tritt also keine Sdttigung in starken Feldern ein. Die quan-
titativen Ergebnisse werden im Zusammenhang mit den bisherigen MeBergebnissen an kovalenten
Halbleitern diskutiert. Im Falle des n-Germaniums (m*=0,2 m) verursacht die Bahnquantisierung
bei den maximalen mit Hilfe von Elekromagneten realisierbaren Feldstirken H o 25 kG bei Tem-

peraturen des fliissigen Wasserstoffs Widerstandsinderungen (40/0) ne o2 1%.

An Hand des isotropen Modelles — spharische
Energieflichen, isotrope Stolizeit — konnten die
galvanomagnetischen Effekte der kovalenten Ele-
menthalbleiter Ge und Si nur qualitativ gedeutet
werden 2. Insbesondere lieferte das isotrope Modell
keine Erklarung fir die grofle longitudinale Wider-
standsinderung des n-Ge?®. Diese Diskrepanz be-
seitigten ABELES und MemBoom mit dem ,many-
valley-model“ unter Zugrundelegung einer energie-
‘unabhéngigen freien Weglidnge der Ladungstrager 4.
Die Autoren finden beim Vergleich ihrer Ergebnisse
mit den Experimenten von Sunr und Pearson® be-
sonders fiir das n-Ge bei 300° und 77°K gute
quantitative Ubereinstimmung.

In neuerer Zeit sind die Messungen iber die
Widerstandsidnderung von Ge in umfangreichen
Untersuchungen von Laurz und RurpeL sowie von
Scuurrz ¢ nach tiefen Temperaturen ausgedehnt wor-
den. Die Autoren finden als wesentliches Ergebnis
ihrer Untersuchungen bei Temperaturen des fliis-
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sigen Wasserstoffs an sehr reinen Einkristallen eine
erheblich groflere Widerstandsédnderung als nach
AgeLes und MEeiBoom zu erwarten ist. Laurz und
RuppEL weisen in einer qualitativen Betrachtung
darauf hin, dafl die Anisotropietheorie auch bei
Berticksichtigung der Streuung der Ladungstriager
an den ionisierten Storatomen — dieser Streu-
prozeB} spielt in reinen Ge-Einkristallen bei 20° K
gegeniiber der Wechselwirkung Elektronen — Gitter
ohnehin eine untergeordnete Rolle? — die gemes-
sene longitudinale und transversale magnetische
Widerstandsdnderung bei Temperaturen des Afliis-
sigen Wasserstoffs nicht erkldren kann. Sie verwei-
sen daher auf die Bahnquantisierung der Elektro-
nen im Magnetfeld als mogliche Ursache der ge-
messenen Effekte. Bei weiteren Untersuchungen be-
obachteten die Autoren schwache Oszillationen in
der Feldstirkeabhidngigkeit von Ag/g,7, die die
GesetzmiaBigkeiten des Haas-van-Avpuen-Effektes
zeigten.
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LONGITUDINALE WIDERSTANDSANDERUNG VON KOVALENTEN HALBLEITERN II

Der EinfluB der Elektronen-Bahnquantisierung
wird um so stiarker sein, je grofer das Verhiltnis
der Quantisierungs-Energie (m/m*) «H zur mitt-
leren thermischen Energie E, der Elektronen

*
=L~—; u = ——mu

E, m
ist. In einem nichtentarteten Halbleiter hat E, die
GroBenordnung £ 7 und ist damit — bei nicht zu
hohen Temperaturen — klein gegeniiber der mitt-
leren thermischen Energie der Leitungselektronen
in einem einwertigen Metall: ET,:Ey (Ey = mittlere
Fermi-Energie). Aus diesem Grunde ist zu erwar-
ten, dal} unter gewissen Voraussetzungen (wie z. B.
m*/m <1) in Halbleitern die Bahnquantisierung
der Elektronen einen bedeutend stirkeren Einflul}
auf die galvanomagnetischen Effekte hat als in Me-
tallen. Fir Metalle hat Tireica ! in einer ausfiihr-
lichen Arbeit die transversale und longitudinale
Widerstandsanderung  bei
Bahnquantisierung ermittelt.

In Halbleitern &ndert sich bei Berticksichtigung
der Bahnquantisierung nicht nur die mittlere freie
Wegldnge der Ladungstriager, sondern auch deren
Konzentrationen im Leitungs- bzw. Valenzband 8 8+,
Die gesamte longitudinale Widerstandsianderung ist

fiir einen UberschuBBhalbleiter:

OH— 0y ne® —ne 4o o
(7”00 - )ges - ;le {1 + (WQQ )“e} + ( 0 )nc;
(1)
n(T) ist die thermische Gleichgewichts-Konzen-
tration der Elektronen ohne Feld. n.(H,T) haben
wir fiir ein einfaches Halbleiter-Modell in (I) be-
rechnet. In dieser Arbeit wird bei Beriicksichtigung
der Annahmen von Tirerca iiber die Wechselwirkung
Elektronen — Gitter unter genauer Berechnung der
entsprechenden  Ubergangswahrscheinlichkeit ~ fiir
einen StoBprozeB (40/0y)n. untersucht. Die allge-
meinen Voraussetzungen sind: MaxweLL-BoLrzmann-
Statistik fiir die Elektronen im Leitungsband, spha-
rische Energieflichen und StoBzeitisotropie. Das
Magnetfeld wird iber die Verteilungsfunktion der

Beriicksichtigung  der

8 J. Apper, Z. Naturforschg. 11 a, 689 [1956], im folgenden
als (I) zitiert.

84 Anm. b. d. Korr.: Nach freundlicher privater Mit-
teilung haben Y. Yarer, R.W. Keves und E. N. Apams den
EinfluB eines Magnetfeldes auf die Couroms-Bindungs-
energie von Storstellen-Elektronen an Hand des Wasser-
stoffatom-Modelles untersucht. Die sich ergebene Zunahme
der Ionisierungsenergie mit wachsender magnetischer
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Elektronen schon in nullter Naherung streng be-
riicksichtigt. Als Storungen wirken die thermischen
Gitterwellen und das elektrische Feld.

A. Berechnung des Widerstandes
o(H,T)

Zur Berechnung von ¢ in Abhingigkeit von der
Temperatur 7' und der magnetischen Feldstarke H
ist, wie stets, die Kenntnis der stationaren Vertei-
lungsfunktion im gestorten Zustand f,=f+g we-
sentlich. f; wird nach der Methode von Brocu-TitEICA
aus der statistischen Fundamentalgleichung

afy) (3f1‘ -
( At /stoss + ot )Fg](lﬁo (2)

ermittelt. (3f,/3t)q kann man bei Kenntnis der
ungestorten Verteilungsfunktion f in der blichen
Weise berechnen, weil das Magnetfeld nur die Elek-
tronenbewegung senkrecht zu beiden Feldrichtungen
quantisiert. Zur Berechnung von (Of,/3¢)st0ss brau-
chen wir die Matrixelemente der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. Diese fithren im feldfreien Fall
H =0 bekanntlich auf die Brocusche Konstante C.
Hier hdngen sie in komplizierter Weise von An-
fangs- und Endzustand des Elektrons sowie von der
magnetischen Feldstairke H und den Komponenten
des Ausbreitungsvektors q(q,,q,,(.) der am Stof}-
prozel} beteiligten Gitterwelle ab.

1. Die ungestorte Verteilungsfunktion f,
die Anderung von f, durch das elektrische Feld

Das elektrische Feld E und das magnetische
Feld H seien in z-Richtung orientiert. Dann sind
die teildiskreten Energie-Eigenwerte der Elektronen

im L-Band:
— 92 u* 1 S0E
E=2u*H(n+3) + o b (3)
Y(ps,py.p-) Elektronenimpuls.
Die zu (3) gehorigen Eigenfunktionen sind

v =@n(y —Yyo) €™ @r7tr:2) (4)

2

Feldstarke wirkt in demselben Sinne, wenn auch nicht so
stark, wie die Bahnquantisierung der Elektronen im Lei-
tungsband: Die Konzentration der ,freien“ Elektronen
nimmt mit zunehmender magnetischer Feldstdarke ab. Die
entsprechende Anderung der Harr-Konstanten haben R.W.
Keyves und R. J. Stapex (Phys. Rev. 100, 1262 [1955]) an
einer reinen n-leitenden InSh-Probe mit einer Elektronen-
konzentration von 10 cm™ bei 4,2° K nachgewiesen.
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@, ist die n-te Eigenfunktion, y,=c p,/e H die Ruhe-
lage des harmonischen Oszillators.

Die Anzahl N(n) der entarteten Eigenwerte (3)
im Impulsintervall p, bis p, + 4p, ist:

N(n) =L3 ;211 Ap..

L ist das Periodizitétsintervall fiir die Eigenfunk-
tionen (4). Im Hinblick auf die Berechnung der
Matrixelemente der Ubergangswahrscheinlichkeiten
sei L so gewdhlt, dafl die Oszillatoreigenfunktionen
@n(y—vy,) an den Grenzen des Periodizitatsinter-
valles nahezu verschwinden. Dann ist die periodi-
sche Fortsetzung der Eigenfunktionen 7 auch in
y-Richtung erlaubt !. Die Anzahl der Elektronen mit
einer Oszillatorquantenzahl n und einer Impuls-
komponente zwischen p, und p,+ 4p, ist pro cm?

eH 7 h? 32
f i Ape=8ne (g ovir) 5)
9, T 1) »a’
Siny 7 D=5 kT e H A
S e Ape.

Eine gewisse Vorstellung iiber die Verteilung der
Elektronen auf die Quantenzustinde bekommt man
mit (5), wenn man den prozentualen Anteil z der-
jenigen Elektronen kennt, die bei gegebener Feld-
stairke H und gegebener Temperatur T die Quanten-
zustinde: 0 < n < n(z) besetzen. Es ist

—In(1—2)

=

So sind z. B. mehr als 99,9% aller Elektronen in
den Zustinden: 0 < n < (4/y—1).

Der EinfluBl des elektrischen Feldes auf f; wird
wie im feldfreien Fall H =0 berechnet, weil die Be-
wegung eines Wellenpaketes in Richtung des elek-
trischen Feldes nicht quantisiert wird. Es ist

(78]‘1‘) o (781‘77) - eF h,l,
3t Jreta  \ Ot Jrela kT m*

n(x) = ~1; 0<Zz2z<1. (6)

e __ bz
i 1=

2. Wechselwirkung der Elektronen mit dem
Kristallgitter

a) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

Nach Trreica ist das Wechselwirkungspotential
U(r) bei alleiniger Wechselwirkung der Elektronen

9 A. SommerreLp u. H. Betue, Handbuch der Physik XXIV/2,
Berlin 1933.
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mit den longitudinalen akustischen Wellen propor-
tional zur kubischen Dilatation:

U(r) =Ddivu(r). (8)

D ist eine Proportionalitdtskonstante, 1t ist der in
tiblicher Weise ® definierte Verschiebungsvektor fiir
einen Gitterpunkt, der im Falle ruhender Atome
am Ort T liegt und durch die thermischen Gitter-
schwingungen nach 1+ U transportiert wird. U(r)
ist im Prinzip dasselbe Wechselwirkungspotential,
wie es in neuerer Zeit von BARDEEN und SHockLEy 19
zur Behandlung der Wechselwirkung Elektronen —
Gitter in nicht polaren Halbleitern benutzt worden ist.
Bei Barpeen und SHockrey ist D proportional zu
dE./dV (E,=Breite der verbotenen Zone) und den
elastischen Konstanten des Kristalles. Der Ansatz
(8) ermoglicht eine einfache Berechnung der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten U. Es ist die Wahrschein-
lichkeit fiir den Ubergang eines Elektrons

aus dem Anfangszustand: n, {=p,/h, r=p./k

in den Endzustand: n’, I, r’
pro Zeiteinheit fir einen Absorptionsprozef:

3 i(gu)y |2 s
/A {Aq|(e @ >)|-Q<ET£.—O))N}
(9a)
und fiir einen EmissionsprozeR3:
poooo— 9 | ICNE
Uhmlss.— =¥ IAQ|(€ )I
.0 (E,%_,E +(u> (N+1) } 9b)

Dabei ist
N = (ehunq/lx‘T_ 1)*1

die Prancksche Verteilungsfunktion fiir die Gitter-
quanten,

D? 1—cosat
A= —— ; Q)= .
Mg () .

u, die Schallgeschwindigkeit (o =ug¢q), M die Masse
eines Wiirfels mit einer Kantenlidnge L.
Die Matrixelemente

(ei@D)) — fw'* e*i00) 4 dr

sind nur dann von O verschieden, wenn die Aus-
wahlregeln:

I'=l+q, und ' =r+gq, (10a)

fiir einen Absorptionsproze

10 J. Barprex u. W. Snockrey, Phys. Rev. 80, 72 [1950].
(Deformation Potential Theory.)
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oder
I!'=l-¢g, und r=r—gq, (10b)

fiir einen Emissionsprozefl
erfullt sind. Dann ist:

+00
(e*xi9) = [exity¥ g, (y —yo) @ (y—y, ) dy .

Der absolute Betrag der beiden Integrale ist gleich
und wird mit J,, bezeichnet. Fiir die /,, findet
Trrerca die Differentialgleichung

& Lo 1 dJunr
da? a da
- % 2
+ m R L= (Ea:) '""’z’ -]mz':O (11)
. 1 h2? g
mit o = Ut H m (g2 +¢.2).

Man braucht zur moglichst genauen Berechnung des
Widerstandes bei mittleren Feldstirken (y~1) die
Juw fir beliebige Parameterwerte a. Daher suchen
wir die allgemeingiiltige Losung der obigen Diffe-
rentialgleichung. Mit dem Ansatz

1 a?
. = P2
Junt (@) = ( = ) (12)
geht (11) in die Wairrakersche Differentialglei-
2
chung fiir die Wmirrakersche Funktion P, 2 (%)
tiber:
d2P A _1
el 4 <_,£+ * +L‘,2>P 2 =0,
d(a?/2)2 4 a? at %y
x=n+n"+1, A=n-n (13)

Uber die Losungen dieser Differentialgleichung fin-
den wir die uns interessierenden Partikularintegrale
von (9):

c 1 A__(a_2>73 & 2:
a I'A+n—n) \ 2
az); n>n/, (14a)

Joi =

SIS E—E
‘\r ZqW?,[.Q( .
q

—w ) (g’(N+ 1) —gN)
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1+n'—n

c 1 a\ 2 =i
e — e 2
Jun a I'(1+n"—n) (2 )

- Fy <—n, 1+n' —n, —(;;,); n’ > n. (14b)
Substituiert man die konfluente hypergeometrische
Funktion F,(—m,4,z) durch das entsprechende
Lacuerre-Polynom:

L () = Lm+i+D)

« miIGgn tFi(=m1+4,2),

so erhélt man unter Beriicksichtigung der Normie-
rungsbedingung:

/W,m' (2—)ada=1 (15)
0
fir die W, :]'fmfi
W (0 2 0) =W =2 (5] (162)
- '(:;’ s a2 2
o me ()
’ ’ n! a2 \n'—n
Woane ' 2 m) =05 =2 (5) (16b)

a?

-e

9

o ()

Durch die Normierungsbedingung wird der Faktor C
festgelegt, der in die Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung (11) eingeht. Mit (16a,b) kennen
wir nach (9) die Ubergangswahrscheinlichkeiten
und konnen damit (3f;/0t)gsiess berechnen. Die
mikroskopische Reversibilitdt der Prozesse ist nach
(16 a,b) streng gewahrleistet.

b) Die Anderungder Verteilungsfunk-
tion f; durch St68e, die BLocusche
Integralgleichung

(3f1/3t) stoss ist mit (9) und (16) unter erlaub-
ter Vernachlassigung des PauvLi-Prinzips

(17)

+Q(5§1 +w><g’1v_g(/v+1)>] L 3L

Dabei ist beriicksichtigt, daB (9f/3¢)siess=0 ist.

o
Z unter-
n+1

Der Summand unter der zweiten Summe

scheidet sich vom ersten nur durch WZ' an Stelle

n'=n+1 l

von W?,. Die vorgenommene Aufspaltung der rech-
ten Seite von (17) ist im Hinblick auf die Defini-
tion der W,,” nach (16) notwendig, weil die fol-
genden Moglichkeiten fiir die Anderung der (n,l)
bei einem StoBprozef bestehen:
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n=Zn, I'>1 Absorptionsprozel3,
n=n, I'<L: .

P, =l } Abs.- ode-r Emiss.-ProzeB3,
n<n, I'<I1 Emissionsprozef.

Auf der rechten Seite von (17) wird zunachst die
Summation iiber q durch eine Integration iber die

B el >
\ 3t /Stoss a 4.7[(3hu0? ”7/:‘

Trn .2 ’ ] e h
+[Wn’q-(gN_g(N‘{“l))JEmiss.)+ Z ...}:eF :

In [ Japs. und [ JEmiss. sind fiir ¢, und ¢, die
Lésungen von (10) und des Energiesatzes einzu-
setzen. Gl. (18) ist die modifizierte BLocusche Inte-
gralgleichung fiir die Storfunktion g. Zur Berech-
nung von g machen wir einige in der Leitfahigkeits-
theorie der kovalenten Halbleiter gebrduchliche An-
nahmen. Bei nichtentarteten Halbleitern konnen die
Elektronen im feldfreien Fall unter Erhaltung des
Energiesatzes nur mit den langen Gitterwellen des
DesyEschen Spektrums wechselwirken!!, deren Gitter-
quanten nach der klassischen Statistik verteilt sind:

kT
N= il (19)

Die Naherung (19) wird im feldfreien Fall fiir elasti-
sche StoBe durch Impuls- und Energiesatz gerecht-
fertigt. Auch im Magnetfeld wird (19) gelten, sofern

die mittlere Energie E der Elektronen im Magnetfeld :

E- —’?21(1+27 Ctg 7) (20)

in der GroBenordnung der mittleren thermischen
Energie der Elektronen ohne Feld: E; = g kT bleibt.

Es ist aber selbst in starken Feldern: y ~ 3 die mitt-

lere Elektronen-Energie E <3 E;. Aus diesem
Grunde wird auch die Energie-Anderung eines
Elektrons beim StoBprozel — wie im feldfreien
Fall — vernachlassigt:

E=E(n',l')~E(n,l). (21 a)

Die beiden Néherungen (19) und (21 a) fiihren im
feldfreien Fall auf das T !-Gesetz fiir eine entspre-
chend definierte mittlere freie Wegliange der Elek-

11 H, Fronricn, Elektronentheorie der Metalle.
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Komponenten in Zylinderkoordinaten:

q:=q,cos¢, qy=¢q,singp, gq,
ersetzt, iber ¢ integriert und dann, wie bei TirErca
(l.c.’, S.142 u. 155) im Prinzip ausgefiihrt ist,
die Q-Funktion durch Integration iiber ¢, eliminiert.
Fiihrt man noch geméifl der Auswahlregel (10)
an Stelle von g, als Integrationsvariable ein, so ist

JaU (W (g (V1) —gV)
)

et (18)
n'=n+1 T'm f

tronen. Das zugehorige T~ "*-Gesetz fiir die Elek-
tronenbeweglichkeit ist von DeByeE und ConweLw '*
an reinen Germanium-Einkristallen bis herunter zu
10° K niherungsweise experimentell bestitigt wor-
den.

Zur Losung der Integralgleichung (18) wird der
ubliche Ansatz gemacht:

g(E) = f(E) <&,

e (21b)

Einsetzen von (21b) in (18) erfordert zur Bestim-
mung von g{E(n,l)} die Summation iiber n" und
die Integration iiber . Da der Aufwand fiir Sum-
mation und Integration zu grof} ist, wenden wir die
Losungsmethode von Titeica an und setzen c(E)
=const. In grober Weise konnen wir diesen Ansatz
dadurch rechtfertigen, daf} einerseits die Brocusche
Gleichung fir Metall-Elektronen bei hohen (und
auch bei tiefen) Temperaturen mit c¢(E) = const
gel6st wird und andererseits wegen (19) die Wech-
selwirkung Elektronen — Gitter in einem Halbleiter
oberhalb einiger “ K derjenigen von Metallen fiir
T/®>1 (6 =Desye-Temperatur) entspricht. Mit

fi=f+g=10=D =f(1+ -F1l) (22)

wird aus (18) direkt die mittlere Impulsquanten-
zahl [ fir die Bewegung der Leitungselektronen in
z-Richtung berechnet. Mit dieser mittleren Impuls-

quantenzahl [ ist der spezifische Widerstand definiert
durch:

m*

Q:,

— . 23
neeh || (23)

12 P, P, Desve u. E. M. Conwerr, Phys. Rev. 93, 693 [1954].
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Zur Berechnung von [multiplizieren wir Gl. (18)
mit [, integrieren iiber [ und summieren iiber n:

[~ f/dldz’(%+%_—’> )
5 (3

n=0 \n'=0

(24)
([q WZ'/] Abs. + [q WZ’f] Emiss.) + X x } ¥

n'=n+1
Der Summand ist symmetrisch in n,n" und 1,7, so
dal Summation und Integration iiber das Glied mit

*

o B mr Sy
Gl )= 8 2m*kT) 7 y 2//dq1dqr 9z 4r
oo E(nn’) o

SIS

n=0 \n'=0

Dabei ist aus den Energieeigenwerten E(n,l) im
Exponenten von f~f die Impulsquantenzahl ! mit
(21) eliminiert:

h? >

E(n,n')y=p*H(n+n"+1) + mq;

2 * *H 2 7 °
+m—h§“;§—)~ (' —n)%.  (26)

B. Die Widerstandsinderung: Ao (H,T) /0, (T)

Zur expliziten Berechnung von ¢ legen wir zu-
nachst die Integrationsgrenzen in (25) fest. Der
Integrationsbereich iiber q ist fiir H =0 eine Kugel
mit dem Radius

E=r

8 m*
o S41P= S B B=o,
Da wir direkt eine mittlere Impulsquantenzahl
[(H,T) berechnen, wird in (27) E; durch S E, er-
setzt, wobei f ein Zahlenfaktor von der Groflen-
ordnung 1 ist. Dann ist

8
2
90" = m* he

/J’-%kT. (28)

(27) und (28) folgen im feldfreien Fall streng aus
Energie- und Impulssatz. Wir nehmen an, daf} auch
im Magnetfeld (28) gilt, sofern fiir die Integration
iiber g, an Stelle von E, die mittlere Energie der
Elektronen fiir H+0 : E eingefiihrt wird:

5 8 kT :
%, = =g B 5 (1+2y7Cgy). (28a)

Diese Annahme erscheint physikalisch plausibel,
wenngleich ihre Rechtfertigung einer eingehenden
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dem unsymmetrischen Faktor (I +1) (I'—1) Null er-
gibt. Wir fiithren tiber Energie- und Impulssatz ¢,
und ¢, an Stelle von [ und " als Integrationsvariable
ein:

U!-1tq,=0;

d’ = dgq, ;

E—Ethuyq=0;
_ Bom* grdgr
dl = A arg

Die genaue Durchrechnung ergibt mit (23) und
(24) fiir den Widerstand:

(25)

_ E(nn) D2
2 B= dug2ne e

n'=n+1

Untersuchung bedarf. Sie besagt, dal mit wachsen-
der Feldstirke infolge der Zunahme der mittleren
Oszillations-Energie der Elektronen in der y—z-
Ebene — die Eigenfunktionen der Wellenpakete
werden immer stirker lokalisiert — die Elektronen
mit energiereicheren Gitterquanten wechselwirken
konnen. Der Integrationsbereich iiber q geht von
einer Kugel (H=0) in ein abgeplattetes Rotations-
Ellipsoid um die ¢,-Achse iber. Mit der bereits
durchgefiihrten Integration iiber ¢ (s.o.) ist der
Integrationsbereich G auf einen Halbkreis (H =0)
bzw. auf eine Halbellipse (H # 0) reduziert worden:

ax

=0\ \r=1
le—— Qor 71_/ qr

In das Doppelintegral von (25),

2

—
Uh L’(Ié P

//...dqldq,=2qudqz/F(Qz2,9r2) qrdq”
G 0 0

fiilhren wir die neuen Integrationsvariablen
2 yi 2
a g2k, i

- I S S o
Gy &3 D=g-=gri = GegT
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ein. Dann ist der Widerstand:
iB
e “du

0

1/23

9 2 hA

*5/’(k T)%A/z ‘Si;?’

o(H,T) =

() @Ep—u)

/ ooW‘ {i W:, (U) e~ [y(ntn'+1)+y*(n—n")*/u?]
0

n=0 {(n'=0
]} dv

2
'y = 37(1+27Ctg7).

e i W:'(v) e L

n'=n+1

(29)
mit

1. Der feldfreie Widerstand Q(H =0,T) =0y(T)
Wir integrieren zunichst die rechte Seite von
(29) iiber v . Es ist fiir beliebige n, n" im lim y — 0:
I'(y)(38—u)
[ W) dv=1.

0

lim
»—0

(30)

Die Doppelsumme iiber exp[ —E(n,n’)] wird im
limy — 0 durch das entsprechende Doppelintegral
gut approximiert. Sukzessive Integration iiber die
beiden Variablen n und n’ liefert:

//e~[y(lz+n’+l)+;"/4u- (=21 dn dn’
00

= Voot Vall - (V) ], (@) =

xz

2f/e"'5= dé.
V= )

0

Einsetzen in (29) und Integration iiber u ergibt den
Widerstand bei verschwindendem Magnetfeld:

o (1) = 3B e (k1)1 (35),
@) = 2V - o (V) (31)
+;%«1~a”a+xn]
B 1GH)
—17 | 0,477
2 0,571

Wesentlich ist, daB nach (31) ©,(T) in richtiger
Weise sowohl von der Temperatur des Halbleiters
als auch von der scheinbaren Masse der Elektronen
abhingt. Nach Serrz!? gilt fiir die Beweglichkeit .

13 F. Sgirz, Phys. Rev. 73, 549 [1948].

J. APPEL

der Elektronen in kovalenten Halbleitern bei reiner
Gitterstreuung:

ey AV
“0~m* ,2T /x.

2. Die Widerstandsinderung
a) Schwache Felder: y<1

Es darf wie in der Lanpauschen Theorie des
Diamagnetismus freier Elektronen!* die Doppel-

summe in (29) nach der Summenformel von EvLer
entwickelt werden. Danach ist in erster Niaherung:

111 ersier

/...dv:/{jf - E-IkT

( ~EIkT) ]n’=0
i [7, (e~ Ik T) }

(Wnl _ Wn()) e E(m,n'=0)/k T}dv

(32)

n=0

43

ctﬁ 8

Uber v wird von O bis oo integriert. Diese Verein-
fachung hat keinen wesentlichen Einfluf} auf das Er-
gebnis (33). Die Berechnung des Korrekturgliedes
in (32) erfolgt in dhnlicher Weise wie bei TirEICA.
So wird:

o0
Z W e E(m,w=0)kT _ o—E(n=a*2, n'=0)/kT
0

gesetzt, weil das Maximum W, nach Abb.1 bei
o®>~ 2 n liegt. Berticksichtigt man noch, dal in erster
Néherung in »? gilt:

Sy

1 " fi
- =1+ 4 dur

<1,

so ist die Widerstandsdnderung in schwachen Fel-

dern
().
09 Jny 12

b) Starke Felder

Nach (6) befinden sich bei y =3 mehr als 997%
aller Elektronen im Zustand n=0. Vernachlassigt
man die ~0,5% der Elektronen, die sich in den
Zustinden n>0 aufhalten, so ist mit Wy (v) ="

y<L1.

fiir

14 L. Laspav, Z. Phys. 64, 629 [1929].
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044 4

0,24

& x? 8

2

Abb. 1. Die Wpyns sind als Quadrate der Matrixelemente fiir
die Wechselwirkung Elektronen—Gitter proportional den
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Es ist
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die Widerstandsédnderung:

ip I'(y)(§ B—w)
ySiny e~y [ e udu fe—” dv
(,4,9,) e B a B e,
Qo /7 I3
(34)

Danach gilt fiir y = 3 niherungsweise
(49) ~10,65;/—1 fir pg=1,
90 e

~ 34
L0747 -1 fir f-2. 2)
c) Mittlere Feldstarken:

p=1%2

Je kleiner y ist, desto schlechter konvergiert die
Summe iiber n und n’. Zur Berechnung der Wider-
standsanderung fiir y =2 haben wir die Elektronen
in den Zustinden n=0; 1 und 2, fir y=1 die in
den Zustanden n=0; 1; 2 und 3 beriicksichtigt. Die
entsprechenden Integrale iiber v und v lassen sich
leicht analytisch (n=n") oder numerisch (n+n)
berechnen.

3. Diskussion der Ergebnisse

(40/04) ne ist in den drei Feldstirkebereichen eine
Funktion des Abszissenparameters:

1 h? N _=m H
a?= 2u*H m* (g2 +ay%) . y=6,73-107° T "
A s B IS e A 2
|
2,61+ /
201 /
40
—ahe =2 =1
( - ) g ;

16 <
1,2

Abb. 2. Die berechnete longitudinale Widerstands- /

A4
dnderung ( 9) als Funktion von H|T. Der /|
Qo /1 0,8
Kurvenparameter [ ist ein Zahlenfaktor, der die
oberen Grenzen fiir die Integration iiber den
g-Raum festlegt. / ‘
0,4 //
: ‘ )
/ ’ «
‘ | | |
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LONGITUDINALE WIDERSTANDSANDERUNG VON KOVALENTEN HALBLEITERN II

T=10°K

204+—

Abb. 3. Die nach Gl. (1) berechnete, gesamte lon-

| gitudinale Widerstandsidnderung fiir ein einfaches

| Halbleitermodell mit den Daten: Donatoren-Kon-
zentration nq=2-10"%, 4E=0,01 eV,

0,5 /

| —] |

m*/m=0,2 und f=1.

30 60 90 120 150

AuBlerdem hingt die Widerstandsianderung von f
ab, einem Zahlenfaktor, der die oberen Grenzen g,
und g, fiir die Integration iber das abgeplattete
Rotationsellipsoid im q-Raum festlegt. Den wahren
p-Wert kennen wir nicht genau, wir wissen, daf} er
bei eins liegt. In Abb. 2 ist die Widerstandséande-
rung fir <6 und f=1;2 angegeben. In schwa-
chen Feldern ist (4o/0y)n. eine quadratische, in
starken Feldern eine lineare Funktion von H/T. Die
Neigung der Geraden in starken Feldern — alle
Elektronen sind im Zustand n=0 — wird wesent-
lich durch die scheinbare Masse der Elektronen be-
stimmt. Bei mittleren Feldstairken (y~1) haben
(40/0¢) ne und Any/n, (sieche I) Werte von einigen
Prozent. Experimentell erreicht man mittlere Feld-
stairken im Sinne der Bahnquantisierung, d.h.
y-Werte von der GroBenordnung eins, im Falle des
n-Germaniums mit Magnetfeldstirken von 25kG
— wie sie maximal mit Hilfe von Elektromagne-
ten erzeugt werden —, bei den Temperaturen
des flissigen und festen Wasserstoffs. Im Bereich
der tiblichen Laborfeldstarken (H < 25kG) ist also
im Falle des n-Germaniums im Temperaturbereich
zwischen 10 und 20° K bei alleiniger Streuung der
Elektronen an den thermischen Gitterwellen ein we-
sentlicher Einflufl der Bahnquantisierung auf die
galvanomagnetischen Effekte nicht zu erwarten. Das
ersieht man z. B. deutlich aus der Abb. 3, in der die
nach (1) berechnete, gesamte longitudinale Wider-
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standsanderung fiir einen einfachen Uberschuf-Halb-
leiter, dessen Daten (Donatoren-Konzentration ng =
2:10% em™3, AE=0,01eV und m*/m=0,2) etwa
denjenigen von reinem n-Germanium entsprechen, fiir
T =10;20° K iiber H/T aufgetragen ist. Der Ein-
flul der Bahnquantisierung spielt bei beiden Tem-
peraturen bis zu 25 kG gegeniiber den konventio-
nellen Effekten? keine wesentliche Rolle. Im Sinne
der konventionellen Theorie liegen unter diesen
Voraussetzungen schon bei einigen kG starke Fel-
der vor — d.h. die mittlere freie Weglidnge der
Elektronen ist grofl gegeniiber dem durch die
Lorentz-Kraft verursachten mittleren Kriimmungs-
radius der Elektronenbahnen — wihrend bei den
optimalen Werten 10° K und 25kG beim n-Ge
y nur den Wert 0,84 erreicht. Erst bei hoheren Feld-
stirken, wie sie nach Furta und Wanick * durch
kurzzeitige Kondensatorentladungen iiber spezielle
Solenoide erzeugt werden konnen (bis zu 600kG),
ist bei 20° K ein deutlicher Einflul der Quantisierung
sowohl auf die Widerstandséinderung als auch auf
die Havrr-Konstante zu erwarten (siehe I).

Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung iiber
den Einflul der Bahnquantisierung auf die longi-
tudinale Widerstandsidnderung bei alleiniger Beriick-
sichtigung der Wechselwirkung Elektronen — Gitter

15 H.F. Furtn u. R. W. Wanick, Rev. Sci. Instrum. 27, 195
[1956].
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konnen die an reinen n-Ge-Einkristallen bei Tempe-
raturen des fliissigen Wasserstoffs gemessenen Ef-
fekte ¢ nicht erklart werden. Ob die Einbeziehung
der Storstellenstreuung diese Diskrepanz zu beseiti-
gen vermag, wie es in entsprechender in der kon-
ventionellen Theorie bei héheren Temperaturen der
Fall ist>6, muB einer genauen Untersuchung vor-
behalten bleiben. Fiir die Deutung der beobachteten
Oszillationen in der Feldstarkeabhangigkeit von
Ap/o, gibt es jedoch bis jetzt keine Anhaltspunkte.
In nichtentarteten Halbleitern kann es einen Haas-
van-AvpHEN-Effekt im Sinne der Metalltheorie nicht
geben. Nach SteeLe !¢ (Theory of Numbers) setzt
sich die integrale Eigenwertdichte von ,,freien* Elek-
tronen bei Beriicksichtigung der Bahnquantisierung
aus einem in H monotonen und einem in H oszil-

16 M. C. Steece, Phys. Rev. 88, 451 [1952].
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latorischen Anteil zusammen. Der o-Charakter in
der Ableitung der Fermischen Verteilungsfunktion
erhilt diese Oszillationen auch bei der Integration
tiber das gesamte Eigenwertspektrum. Bei der ent-
sprechenden Integration tiiber die Ableitung der
Bovrrzmannschen  Verteilungsfunktion werden die
Oszillationen ,,ausgeglattet, so dall die Konzentra-
tion der Elektronen im L-Band eine monoton ab-
nehmende Funktion der magnetischen Feldstiarke
ist 17,

Fiir die stete Forderung dieser Arbeit und fiir wert-
volle Diskussionen danke ich Herrn Prof. Kraurz und
Herrn Dr. Scuurrz. Herrn Prof. Kounrer bin ich fiir die
Anregung und fiir einige Diskussionen zu dieser Unter-
suchung sehr dankbar.

17 S. auch A.N. Witson, The Theory of Metals, Cambridge
1953, S. 164 ff.

Erweiterung der Theorie magnetohydrodynamischer Wellen
und Anwendung auf inhomogene Schichten

Von Econ RicuTER

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Miinchen
(Z. Naturforschg. 11 a, 901—912 [1956] ; eingegangen am 15. August 1956)

Im Gegensatz zu den bisherigen Untersuchungen iiber magnetohydrodynamische Wellen werden
die MaxwerLschen Gleichungen in ihrer strengen Form mit den hydrodynamischen Gleichungen ge-
koppelt. Die als gyroelektrisches Medium betrachtete Fliissigkeit wird reibungsfrei, unmagnetisier-
bar und im Ruhesystem elektrisch neutral angenommen, wobei die Materialkonstanten sowie das
duBlere Magnetfeld ortsabhidngig sein konnen. Nach iiblicher Linearisierung lassen sich fiir Wellen-
ausbreitung langs des dufleren Magnetfeldes die Querwellen gesondert behandeln, die sowohl die
elektromagnetischen als auch die AvrvEnschen Wellen als Grenzfille enthalten. Das Reflexions- und
DurchlaBvermogen einer inhomogenen Schicht wird berechnet und fiir homogene Medien der

Energiesatz abgeleitet.

Im Jahre 1942 zeigte AvLrvEn!, dal} sich Storun-
gen in einer leitenden Fliissigkeit, die von einem
dulleren Magnetfeld durchsetzt wird, in bestimmter
Weise fortpflanzen und dal} insbesondere sinusfor-
mige Stérungen Wellen erzeugen, die als magneto-
hydrodynamische Wellen bezeichnet werden. Infolge
gewisser Voraussetzungen ergeben sich bei ALrvEN
allerdings spezielle magnetohydrodynamische Wel-
len, die nach ihrem Entdecker AvrvEnsche Wellen
genannt werden. Fiir die Ableitung dieser ALFvEN-
schen Wellen ist wesentlich, daf} der Verschiebungs-
strom vernachlassigt,” die Leitfdhigkeit unendlich ge-

1 H. AvrvEn, Ark. Mat. Astr. Fys. B 29, No. 2 [1942]. Cos-
mical Electrodynamics, Clarendon Press, Oxford 1950.

setzt und die Flissigkeit als inkompressibel betrach-
tet wird. Die von ALrvEN begonnenen Untersuchun-
gen tber das Verhalten dieser Wellen wurden vom
Standpunkt der Kontinuumstheorie aus von FEer-
rARO 2 und RoBerts ? fortgefiihrt. In diesen Arbeiten
wird das Reflexions- und Brechungsgesetz ALFVEN-
scher Wellen fiir eine Unstetigkeitsflache der Mas-
sendichte abgeleitet und das Reflexionsvermégen
bei senkrechtem Einfall angegeben. Naturgemiaf} ge-
hen in diese Ableitungen die Grenzbedingungen
wesentlich ein, die in der Magnetohydrodynamik
offenbar auch die Teilchenbewegung mit beriicksich-
2 V. C. A. Ferraro, Astrophys. J. 119, 393 [1954].
3 P.H.R

C.
H. Roserts, Astrophys. J. 121, 720 [1955].



